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Abstrak 

Penelitian mengenai gerak suatu benda dalam suatu sistem fisis dengan simulasi numerik telah banyak 

dikaji. Pada penelitian ini, dilakukan studi komputasi pada gerak bouncing ball. Fenomena bouncing ball 

merupakan sebuah kasus klasik yang dapat diselesaikan secara numerik dengan menyelesaikan persamaan 

diferensial dari persamaan gerak dengan integrasi secara numerik. Gaya-gaya yang mempengaruhi gerak 

bola pada sistem yang diamati yaitu gaya gravitasi, gaya drag, dan interaksi bola dengan permukaan pantul. 

Simulasi dilakukan untuk mempelajari gerak bola yang dijatuhkan terhadap pengaruh perbedaan ketinggian 

awal bola, massa bola, dan jari-jari bola dengan asumsi sistem dapat dipandang sebagai sistem satu dimensi 

dengan gerak bola hanya pada arah y saja. Simulasi telah divalidasi dengan hasil eksperimen sederhana. 

Parameter-parameter dari hasil eksperimen tersebut digunakan dalam simulasi. Dari hasil simulasi, 

diperoleh bahwa waktu berhenti bola semakin cepat jika massa bola lebih ringan, jari-jari bola lebih kecil, 

atau ketika bola dijatuhkan pada ketinggian awal yang lebih rendah. Pada pengujian lain, dilakukan variasi 

pada permukaan pantul dengan memberikan permukaan yang bergetar dengan frekuensi tertentu. Dari hasil 

pengujian tersebut diperoleh hasil yang menunjukkan kestabilan sistem dapat teramati pada daerah frekuensi 

1.00 Hz sampai 3.75 Hz.  

Kata-kata kunci: Bouncing Ball, Simulasi Gerak, Vibrasi 

PENDAHULUAN 

Eksperimen secara numerik merupakan salah satu cara yang sering digunakan untuk mempelajari sebuah 

fenomena fisis. Berbagai metode numerik dapat digunakan dengan kelebihan dan kekurangan masing-masing 

sesuai dengan model yang akan disimulasikan. Simulasi secara numerik membutuhkan berbagai asumsi 

maupun syarat-syarat yang tidak mengurangi kedekatan dengan sistem fisis yang akan disimulasikan. Pada 

penelitian ini, ditunjukkan bagaimana eksperimen secara numerik dilakukan untuk mempelajari sebuah 

fenomena fisis yang sederhana. Dengan melakukan berbagai variasi dan penambahan kasus-kasus khusus 

lainnya untuk mengetahui dampaknya terhadap sistem yang diamati.  
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 Dalam kehidupan sehari-hari terdapat fenomena fisis sederhana yang menarik untuk dipelajari, salah satu 

contohnya adalah fenomena bouncing ball. Fenomena ini merupakan sebuah kasus klasik yang dapat 

diselesaikan secara numerik dengan menyelesaikan persamaan diferensial dari persamaan gerak dengan 

integrasi secara numerik. Dengan melakukan simulasi terhadap fenomena ini, peneliti memberikan berbagai 

kasus khusus yang mungkin secara eksperimen laboratorium cukup sulit ataupun mahal untuk dilakukan.  

BOUNCING BALL 

Persamaan Gerak 

Sebuah benda bergerak dikarenakan gaya-gaya yang bekerja tidak dalam kondisi setimbang. Hal ini 

dinyatakan dalam Hukum Kedua Newton yang secara matematis dapat dituliskan sebagai berikut 

   amF


. (1) 

Persamaan (1) menyatakan bahwa jumlah gaya-gaya yang bekerja pada sebuah benda bermassa m  

proporsional terhadap percepatan a
 
benda tersebut.  

Pada kasus bouncing ball, gaya yang bekerja berupa gaya gravitasi GF . Jika sebuah benda dijatuhkan dari 

ketinggian tertentu, maka percepatan yang dialami akan sama dengan percepatan gravitasi yaitu ga


 . 

Dalam hal ini dapat dituliskan sebagai 

 gmFG


 . (2) 

Jika tidak ada hambatan udara dan tidak ada energi yang hilang ketika memantul, maka bola yang dijatuhkan 

pada suatu permukaan pantul akan tetap memantul sampai waktu yang tak berhingga. Tapi pada keadaan 

nyata, ketika bola dijatuhkan, maka pada suatu saat bola akan berhenti. Hal ini dikarenakan adanya pengaruh 

hambatan udara. Pengaruh hambatan udara ini dapat dinyatakan dalam gaya drag DF . Gaya drag bekerja 

pada arah yang berlawanan dari arah geraknya dan dapat dinyatakan secara matematis ke dalam bentuk 

berikut 

 ACvF DD
2

2

1 
 , (3) 

dengan densitas udara  , kecepatan bola v , koefisien drag bola DC  dan luas permukaan bola A .  

 

Gambar 1. Skema gerak bouncing ball saat jatuh dan memantul . 

Sistem bouncing ball merupakan salah satu contoh dari sebuah sistem dinamik hibrid yaitu sistem yang 

berperilaku kontinu dan diskrit. Gerak kontinu terjadi di antara tiap pantulan, dan mengalami perubahan 

kecepatan secara diskrit ketika menumbuk permukaan pantul. Keadaan transisi pada sistem ini terjadi pada 

saat bola menumbuk permukaan pantul 0y [1]. Skema yang ditunjukkan pada gambar 1 menunjukkan arah 

gerak dan arah gaya-gaya yang bekerja. Pada saat kondisi bola bergerak ke bawah, gaya drag mengarah ke 

atas dan gaya gravitasi mengarah ke bawah. Sedangkan pada saat kondisi bola bergerak ke atas, gaya drag 

dan gaya gravitasi sama-sama mengarah ke bawah. Hal ini menjadikan kita perlu memberikan nilai absolut 

pada kecepatan [2] sehingga persamaan (3) dapat dituliskan menjadi 

  vACvF DD




2

1
 . (4) 
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 Dengan menggunakan persamaan (1), maka persamaan dari sistem bouncing ball dapat dinyatakan sebagai 

berikut 

 DG FFam


 , (5) 

maka 

 vACvgmam D




2

1
 . (6) 

Dari persamaan (6), dapat diperoleh bentuk sebagai berikut yang menyatakan percepatan yang dialami oleh 

bola yaitu 

 
m

vACv
ga

D


 

2

1
 . (7) 

Permukaan Pantul 

Pada penelitian ini, dilakukan eksperimen secara numerik untuk permukaan pantul. Perlakuan yang 

diberikan yaitu permukaan pantul yang memiliki koefisien restitusi yang diperoleh dari hasil validasi dari 

eksperimen sederhana yang dilakukan, permukaan pantul yang elastis seperti pada permainan trampolin dan 

permukaan pantul yang bervibrasi. Pada kasus permukaan pantul yang elastis, diasumsikan bahwa permukaan 

pantul berperilaku seperti pegas yang elastis. Gaya yang diberikan ketika bola menumbuk permukaan pantul 

yang elastis berupa gaya pegas SF yang dinyatakan sebagai berikut 

 ykFS  . (8) 

Pada studi awal ini, diberikan gaya pegas tersebut yang seharusnya menggunakan persamaan yang mewakili 

sebuah trampolin.  

Untuk kasus permukaan pantul yang bervibrasi, diasumsikan bahwa permukaan pantul memiliki posisi 

yang berubah-ubah tiap saat yang dinyatakan dalam persamaan berikut 

    tAty sin , (9) 

dengan amplitudo A , waktu t
 
dan kecepatan sudut f 2 . Pada simulasi yang dilakukan, digunakan 

02.0A  yaitu sebesar jari-jari bola yang digunakan dan frekuensi
 

f  divariasikan dari 1 - 4 Hz untuk 

melihat efek yang terjadi akibat perbedaan frekuensi vibrasi dari permukaan pantul. 

Syarat Batas 

Pada simulasi yang dilakukan, diberikan beberapa asumsi dan syarat batas. Asumsi dan syarat tersebut 

yaitu  

 Arah gerak bola hanya dalam arah y saja, sehingga dapat dianggap bahwa model yang dibuat memiliki 

gerak satu dimensi. 

 Diberi kondisi tumbukan terhadap permukaan lantai yang dijelaskan melalui skema yang terdapat pada 

gambar 2. Jika y bernilai negatif, maka dianggap bahwa telah terjadi tumbukan sehingga pada saat 

yang sama posisi bola diupdate sejauh y dan arah geraknya berubah yaitu vv  . 

      
(a)                                                    (b) 

Gambar 2. Skema kondisi jika terjadi tumbukan terhadap permukaan pantul . 

Integrasi Numerik 

Untuk menyelesaikan persamaan (7) secara numerik dapat digunakan integrasi secara numerik. Jika 

diketahui bahwa 
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a

dt

vd 

 , (10) 

dan 

 v
dt

rd 

 , (11) 

maka secara numerik persamaan (10) dan (11) dapat dituliskan menjadi bentuk berikut 

       ttatvttv  , (12) 

dan 

       ttvtrttr  . (13) 

Skema pada persamaan (12) dan (13) merupakan skema yang dikenal sebagai metode Euler. Metode ini 

cukup sederhana tetapi memiliki orde kesalahan yang cukup besar pada time step t
 
yang besar sehingga 

diperlukan nilai yang proporsional agar simulasi lebih stabil dan tidak memiliki beban komputasi yang besar. 

Dalam penelitian ini, digunakan 001.0t  dengan hasil yang cukup stabil dan beban komputasi yang kecil. 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Validasi hasil simulasi 

Simulasi gerak bouncing ball dilakukan dengan menggunakan bola pingpong sebagai bola yang 

disimulasikan. Hasil simulasi yang diperoleh kemudian divalidasi dengan hasil eksperimen sederhana yang 

dilakukan. Parameter yang diperoleh dari eksperimen sederhana digunakan dalam simulasi. Model simulasi 

yang dibuat ditunjukkan pada gambar 3. Dengan menggunakan 29.1 , 8.9g , 0022.0m , 02.0R  

dan 47.0DC  dan 2.0h .  

 

Gambar 3. Model simulasi bouncing ball. 

Dengan kecepatan awal 0v , diperoleh hasil seperti yang terdapat pada gambar 4 berikut 

 

Gambar 4. Hasil simulasi dan eksperimen bouncing ball menggunakan bola pingpong. 
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 Dari gambar 4, terlihat bahwa terdapat perbedaan waktu berhenti bola. Hasil eksperimen menunjukkan bahwa 

simulasi yang dilakukan hanya valid sampai sekitar 1.5s saja. Hal ini dapat disebabkan oleh beberapa hal 

yang teramati ketika eksperimen dilakukan. Bola pingpong yang memiliki daerah sambungan yang lebih 

keras dari bagian bola yang lain, hal ini memberikan pantulan yang terjadi mengalami tumbukan pada daerah 

permukaan bola yang berbeda. Teramati juga bahwa bola mengalami gerak rotasi yang dalam simulasi ini 

diabaikan. Gerak tersebut menyebabkan bola jatuh pada titik yang berbeda pada permukaan pantul. Tapi 

dengan hasil yang diperoleh dan pengamatan yang dilakukan, diasumsikan bahwa parameter-parameter yang 

digunakan dapat dipakai untuk melakukan simulasi pada kasus-kasus berbeda. 

Pengaruh massa, jari-jari dan ketinggian jatuh bola 

Dilakukan variasi pada nilai massa, jari-jari dan ketinggian jatuh bola untuk mengamati dampaknya 

terhadap gerak bouncing ball. Pada variasi nilai massa bola, diperoleh hasil seperti yang ditunjukkan pada 

gambar 5. Terlihat dari grafik yang terdapat pada gambar 5 bahwa waktu berhenti bola akan semakin cepat 

untuk massa bola yang lebih ringan.  

Untuk variasi nilai jari-jari bola, diperoleh hasil yang ditunjukkan pada gambar 6. Terlihat bahwa semakin 

kecil jari-jari bola, maka semakin cepat waktu berhenti bola. Sedangkan untuk variasi nilai ketinggian awal 

jatuh bola ditunjukkan pada gambar 7. Hasil pada grafik menunjukkan bahwa dengan ketinggian yang lebih 

rendah maka bola akan lebih cepat berhenti. 

 

Gambar 5. Hasil simulasi untuk variasi nilai massa bola.

 

Gambar 6. Hasil simulasi untuk variasi nilai jari-jari bola. 
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Gambar 7. Hasil simulasi untuk variasi nilai ketinggian awal jatuh bola. 

Permukaan pantul  yang  elastis 

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, pada kasus ini perlu dilakukan perbaikan agar lebih sesuai 

dengan kondisi fisis dari sistem yang diinginkan. Skema yang diinginkan pada perlakuan ini ditunjukkan 

pada gambar 8. 

 

Gambar 8. Skema pada kasus permukaan pantul yang elastis. 

Dengan menggunakan persamaan (8) dan variasi nilai k  diperoleh hasil yang ditunjukkan pada gambar 9. 

Jika dibandingkan dengan permukaan pantul yang tidak elastis 0k , terlihat bahwa dengan nilai 100k  

mendekati hasil yang hampir mendekati permukaan pantul yang tidak elastis.
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Gambar 9. Hasil simulasi pada kasus permukaan pantul yang elastis. 

Dengan memperbesar nilai k , teramati bahwa posisi puncak bola mengalami fluktuasi yang menunjukkan 

bahwa sistem mengalami kondisi yang tidak stabil.  

Permukaan pantul  yang bervibrasi  

Pada kasus ini, dilakukan eksperimen secara numerik dengan memberikan getaran pada permukaan pantul 

seperti yang telah dijelaskan sebelumnya. Simulasi untuk kasus ini diberikan frekuensi getar f  yang 

divariasikan dari 1-4 Hz. Gambar 10, 11 dan 12 merupakan hasil simulasi untuk variasi frekuensi getar. Pada 

frekuensi 750,1000,1 f Hz pada gambar 10 terlihat bahwa pada rentang frekuensi tersebut, posisi puncak 

bola mengalami naik turun tapi berada pada rentang yang hampir sama. Berbeda untuk frekuensi 

500.3875,1 f Hz, pada gambar 11 terlihat bahwa posisi puncak bola berada pada posisi yang lebih stabil 

tapi dengan ketinggian yang bervariasi bergantung dari frekuensi. Pada 125.3f Hz , posisi puncak bola 

berada pada nilai minimum kemudian berubah menjadi naik pada  250.3f Hz. Pada 625.3f Hz dan 

750.3f Hz, ketinggian bola mulai naik turun tapi menunjukkan kondisi yang hampir stabil. Ketika 

frekuensi berada pada 875,3f Hz dan 000,4f Hz, sistem menunjukkan ketidakstabilan dengan posisi 

puncak bola yang fluktuatif. 

 

Gambar 10. Hasil simulasi pada kasus vibrasi permukaan pantul untuk 750,1000,1 f  Hz. 
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Gambar 11. Hasil simulasi pada kasus vibrasi permukaan pantul untuk 500.3875,1 f  Hz. 

 

Gambar 12. Hasil simulasi pada kasus vibrasi permukaan pantul untuk 000,4625,3 f Hz. 

Pada kasus ini, dilakukan juga eksperimen secara numerik untuk mengamati gerak bouncing ball pada 

permukaan yang bervibrasi dengan amplitudo A  berubah secara random tiap 5 detik pada rentang nilai 

025.0020.0 A . Hasil yang diperoleh pada kasus ini ditunjukkan pada gambar 13, 14 dan 15. Dari hasil  

yang terdapat pada gambar 13, 14 dan 15,  terlihat bahwa posisi puncak bola mengalami gangguan jika terjadi 

perubahan amplitudo secara random meskipun perubahan amplitudo cukup kecil. Jika diperhatikan ketika 

mengalami fluktuasi, pada rentang waktu 5 detik puncak bola akan kembali menuju ke posisi yang sama ini 

menunjukkan bahwa sistem pada rentang frekuensi tertentu akan selalu menuju ke keadaan yang stabil 

meskipun diberi gangguan dengan amplitudo yang berubah tiap 5 detik. Meskipun demikian, sistem dianggap 

tidak stabil jika terjadi gangguan pada rentang frekuensi 000,4000,1 f Hz. 
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Gambar 13. Hasil simulasi pada kasus vibrasi permukaan pantul dengan amplitudo random untuk 750,1000,1 f Hz. 

 

Gambar 14. Hasil simulasi pada kasus vibrasi permukaan pantul dengan amplitudo random untuk 500.3875,1 f Hz. 

 

Gambar 15. Hasil simulasi pada kasus vibrasi permukaan pantul dengan amplitudo random untuk 000,4625,3 f Hz. 
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 KESIMPULAN 

Dari hasil simulasi, diperoleh bahwa waktu berhenti bola akan semakin cepat jika massa bola lebih ringan, 

jari-jari bola lebih kecil dan ketika bola dijatuhkan pada ketinggian awal yang lebih rendah. Pada pengujian 

dengan sifat elastis dari permukaan pantul memberikan efek bola yang bergerak relatif stabil untuk nilai 

10,1k dan 100 akan menjadi tidak stabil pada 1000k . Dengan permukaan pantul yang bervibrasi, 

kestabilan sistem dapat teramati pada rentang frekuensi 750,3000,1 f Hz. Sedangkan untuk kasus diberi 

gangguan berupa amplitudo yang berubah secara random tiap 5 detik, sistem menjadi tidak stabil pada 

rentang frekuensi yang diujikan 000,4000,1 f Hz. 
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