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Abstrak

Metode self-potential digunakan untuk mengidentifikasi struktur bawah permukaan yang berkaitan dengan
model kontinyu maupun model fixed geometry. Dalam model fixed geometri metode SP berkaitan dengan
bentuk geometri sederhana seperti bola, silinder, dan lempeng. Implementasi metode ini menentukan nilai
parameter model seperti kedalaman, sudut polarisasi, moment dipole listrik dan bentuk geometri benda yang
terpendam. Estimasi parameter model menggunakan metode inversi non-linier dengan pendekatan linier least-
square menggunakan metode least-square terbobot, Gauss-Newton, dan Levenberg-Marquardt. Ketiga
algoritma tersebut diuji menggunakan model sintetik tanpa gangguan dan model yang menggunakan gangguan
sebesar 25%. Inversi dari ketiga metode ini menunjukkan hasil perhitungan yang cukup mendekati dengan
model sintetik.

Kata-kata kunci: Anomali self-potential, least-square terbobot, Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt

PENDAHULUAN

Metode self-potential (SP) merupakan metode geofisika yang memanfaatkan beda potensial dari sumber
kelistrikan alami bumi. Sumber listrik alami biasanya muncul di sekitar bijih sulfida atau grafit akibat dari
adanya aktivitas elektrokimia. Nilai anomali SP yang terukur berkisar dari beberapa millivolt (mV) hingga
lebih dari 1 volt dengan besar nilainya bisa positif atau negatif. Nilai anomali besar di amplitudo negatif
biasanya teramati di daerah yang mengandung mineral. Metode SP biasa digunakan untuk mencari bijih sulfida
atau grafit [1]. Selain digunakan dalam investigasi mineral, metode ini juga digunakan untuk hidrologi [2],
investigasi aktivitas gunungapi dan sistem panasbumi [3,4], mendeteksi rembesan [5], arkeologi [6], dan
mendeteksi keberadaan gua [7].

Dalam eksplorasi geofisika, interpretasi data merupakan hal yang sangat penting. Keakuratan serta
ketidakambiguan dalam interpretasi anomali SP juga sama pentingnya. Anomali SP dapat diinterpretasikan
secara kualitatif dan kuantitatif. Secara kualitatif, interpretasi anomali SP berdasarkan keberadaan anomali baik
dalam bentuk profil lintasan maupun kontur. Interpretasi anomali SP secara kuantitatif menggunakan
persamaan matematika, interpretasi ini dibagi menjadi dua kategori yaitu pemodelan kontinyu 2D dan 3D, dan
metode fixed geometry (bola, silinder horizontal, silinder vertikal dan lempeng). Keuntungan metode fixed
geometry adalah metode ini hanya membutuhkan data SP saja, dengan intepretasi yang cepat dan akurat.

Banyak metode yang telah dikembangkan oleh para peneliti dalam menginterpretasikan data anomali SP
menggunakan persamaan analitik untuk kasus SP fixed geometry, untuk memperkirakan parameter model
(bentuk, kedalaman, sudut polarisasi, dan moment dipol listrik), beberapa metode tersebut yaitu metode dengan
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menggunakan karakteristik titik, jarak, kurva dan nomogram [8], metode least-square [9], analisis derivatif dan
gradient [10], pendekatan spectral analisis menggunakan fourier transform dan domain bilangan gelombang
[11], metode inversi non-linier [12,13].

Dalam tulisan ini, dilakukan perbandingan interpretasi anomali SP menggunakan data sintetik dengan tiga
metode yang berbeda yaitu metode least-square terbobot, Gauss-Newton, dan Levenberg-Marquardt. Data
sintetik yang diperoleh dari pemodelan kedepan, digunakan sebagai data observasi yang digunakan untuk
pemodelan inversi. Pemodelan inversi digunakan untuk memperkirakan parameter model yang mempengaruhi
nilai anomali SP yang terukur.

FORMULASI TEORITIK

Struktur Geometri Model Bola dan Silinder

Anomali SP yang terukur disepanjang sumbu-x yang diakibatkan oleh benda terpendam model bola dan
silinder terpolarisasi dapat dirumuskan sebagai berikut [14]

(X—Xg)cos@+hsin g

o=k ((x—x0)2 +h2)q

€]

Dengan V merupakan potensial listrik (Volt), K merupakan momen dipol listrik (mV), h merupakan
kedalaman pusat benda (m), X merupakan jarak pengukuran SP (m), X, merupakan jarak titik pusat benda

dari titik awal pengukuran (m), @ merupakan sudut polarisasi yang dibentuk terhadap bidang horizontal benda,
dan g merupakan faktor bentuk yang telah ditetapkan nilainya untuk masing-masing bentuk benda (0.5 untuk

silinder vertikal, 1.0 untuk silinder horizontal dan 1.5 untuk bola).
Struktur Geometri Model Lempeng

Anomali SP yang disebabkan oleh struktur lempeng miring dalam 2D dapat digambarkan dalam lima
parameter model, momen dipole listrik K = 1p/2z (Iadalah rapat arus pada medium (A/m?) dan p merupakan

resistivitas lempeng (Qm)), x adalah jarak titik pengukuran, X, adalah jarak pusat lempeng dari titik awal

pengukuran, h adalah kedalaman pusat lempeng, aadalah panjang setengah lempeng (m) dan @ merupakan
kemiringan lempeng terhadap bidang horizontal. Persamaan anomali SP akibat struktur lempeng dirumuskan
sebagai berikut [15,16]

{(x—xg) +acosd}? + {h—asin 6}
{(x=xg)—acosd}? + {h+asin 6)2

Persamaan (1) dan (2) digunakan sebagai perumusan dalam pemodelan kedepan (forward modeling), dalam
tulisan ini dilakukan pemodelan kedepan untuk model bola, silinder horizontal, dan lempeng.

V(xX)=Klin

O]

Metode Inversi Non-Linier dengan Pendekatan Linier

Secara umum permasalahan inversi dalam geofisika merupakan inversi non-linier, meskipun dalam
beberapa kasus permasalahan inversi non-linier dapat dibuat menjadi linier melalui transformasi variable.
Namun hal tersebut hanya dapat dilakukan untuk pemodelan non-linier sederhana. Oleh karena itu
dikembangkan metode inversi non-linier dengan pendekatan linier
Hubungan antara data dengan parameter model secara umum dinyatakan sebagai berikut [17]:

d=G(m) @)

Persamaan (3) ini digunakan untuk menyatakan hubungan antara data dengan parameter model yang
direpresentasikan oleh suatu fungsi non-linier. Dalam hal ini d merupakan vektor data observasi, m
merupakan vektor parameter model, dan G merupakan model matematika yang menghubungkan data dengan
parameter model. Parameter model yang tidak linier dapat didekati secara linier dengan memakai ekspansi
Taylor orde pertama G(m) disekitar model awal m, sehingga persamaan (3) menjadi:

d =G(m) +JAmg @)
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Persamaan (4) diatas dapat diselesaikan menggunakan metode least-square, yaitu dengan mencari solusi Amg
yang menghasilkan d —(G(m) + JgAmg) minimum, yang artinya kuantitas yang diminimumkan adalah selisih

data pengamatan dengan data perhitungan menggunakan pendekatan orde pertama ekspansi taylor. Solusi
inversi untuk persamaan (4) adalah

T, 1,71
Amo=[30 JOT Jo' (d-G(mg)) ®)
Dengan memperhatikan bahwa

Amg =[m-mg] (6)
maka solusi tersebut diartikan sebagai suatu pertubasi terhadap model awal m, untuk mendapatkan model m

yang lebih baik. Model yang optimum diperoleh melalui proses modifikasi terhadap model awal secara iteratif
menggunakan persamaan (6), sehingga

m=mg+Amg (7
Dalam inversi non-linier menggunakan metode least-square terbobot, persamaaan solusi inversi diberikan oleh
persamaan berikut:

1
mice1 =mi + 9T wedi | 3T we(d - G(mo)) (8)
dengan K merupakan jumlah iterasi, dan J merupakan matriks Jacobian dengan komponen berupa turunan
parsial fungsi selisih data observasi dan data perhitungan terhadap setiap elemen parameter model m,

dFi(m) dFi(m)
J= : : 9)
oFp (M) oFp (M)
omq omm

Notasi T dalam persamaan menyatakan transpos matriks, We dalam persamaan (8) adalah matriks

pembobot yang merupakan matriks diagonal yang berisi variansi data [we]: [Gi—z], pemberian bobot dalam
solusi inversi dapat diartikan bahwa data yang tidak terlalu akurat akan memberikan toleransi yang cukup besar
pada data prediksi (dca) untuk dianggap cocok dengan data hasil pengamatan, secara lengkap matriks Wg
adalah:

we=| . 2 (10)
0 0 Wn

Solusi inversi non-linier menggunakan metode Gauss-Newton adalah sebagai berikut:

1
micea =mi +7 3] 9T @-6mo) (12)
Model ini menyatakan bahwa model pada iterasi ke (k+1) adalah model pada iterasi sebelumnya (iterasi ke-k)
yang di-update dengan suatu faktor koreksi. Faktor koreksi beroperasi pada selisih antara data pengamatan
dengan data perhitungan pada iterasi ke-k.
Dan yang terakhir solusi inversi untuk metode Levenber-Marquard dapat ditulis sebagai berikut:

1
M1 =M +[J1Jk +52|T I} (12)

I menyatakan matriks identitas dan & merupakan parameter peredam yang berfungsi meredam
ketidakstabilan pada proses inversi dan F, dipersamaan (9) adalah vektor dari selisih antara data observasi dan

data perhitungan, yang dapat ditulis sebagai berikut:

fj(m)
F(m)=| (13)
frn (M)
dimana
fi(m) = ZG(”‘OZ d (14)
|
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PEMODELAN KEDEPAN (FORWARD MODELING)

Untuk melakukan tahap inversi dibutuhkan data observasi yang digunakan sebagai data perbandingan
terhadap data perhitungan, dalam hal ini data observasi diperoleh dari hasil forward modeling yang disebut
sebagai data sintetik. Anomali SP sintetik yang dimodelkan adalah anomali yang disebabkan oleh struktur
benda berbentuk bola, silinder horizontal dan lempeng yang terpolarisasi dibawah permukaan. Dengan
menentukan nilai untuk tiap parameter model untuk masing-masing benda terlebih dahulu dan menggunakan

persamaan untuk anomali SP pada persamaan (1) dan (2) maka diperoleh hasil forward modeling sebagai
berikut:

Tabel 1. Parameter asumsi model sintetik untuk model bola, silinder horizontal, dan lempeng terpolarisasi

Paremeter model K (mV) q h (m) Xo (M) AQ)
Bola 100 1.5 10 -15 10
Silinder horizontal 200 1.0 10 15 20

Paremeter model K (mV) a(m) h (m) Xo (M) 0 )

Lempeng 100 2 5 -10 30

Dengan menggunakan parameter yang telah ditentukan di tabel 1, melalui forward modeling menggunakan
persamaan (1) dan (2), maka diperolehlah data observasi dari model sintetik sebagai berikut

Grafik Anomali SP Model Silinder Horizontal Grafik Anomali SP Model Lempeng

Grafik Anomali SP Model Bola

Anomali SP (mV)

Anomali SP (mV)

- s R I T L
jarak (meter) damak (icter)

Permukaan
Permukaan < T X
+

(a) (b) (©
Gambar 1. Anomali SP hasil forward modeling yang disebabkan oleh model (a) bola, (b) silinder horizontal, (c) lempeng
Selanjutnya data observasi model sintetik ini digunakan untuk menentukan kembali nilai parameter model

asumsi melalui proses inversi. Dalam pengujian metode inversi digunakan dua data observasi, yaitu data
observasi tanpa gangguan dan data observasi yang telah diberi gangguan sebesar 25%.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Perbandingan Hasil Perhitungan dengan Data Observasi

Untuk melihat kecocokan hasil perhitungan inversi, berikut ini ditampilkan hasil inversi dari masing-masing
model benda terpolarisasi, dan nilai hasil perhitungan untuk tiap parameter (K, h, 8, Xg,q, dan a).
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Has=il inversi anomali SP madel bola terpolarisasi
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04 & data perhitungan LS
: i data observasi

Anomali 5P {m)
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Gambar 2. Hasil inversi data sintetik model bola terpolarisasi.

Data dari hasil forward modeling yang dijadikan sebagai data observasi untuk model bola terpolarisasi nilai
anomali SP yang dihasilkan sangat kecil berkisar antara -0.3 mV sampai 0.5 mV. Meskipun nilai momen dipol
yang diberikan besar hingga 100 mV namun nilai anomali yang terukur dari hasil forward sangat kecil. Nilai
anomali tersebut juga dipengaruhi oleh nilai kedalaman yang diberikan. Dari hasil inversi anomali SP model
bola terpolarisasi (gambar 2), terlihat ketiga metode berhasil mengikuti pola kurva anomali data observasi.

Tabel 2. Perbandingan hasil interpretasi anomali SP data sintetik akibat bola terpolarisasi tan

a noise

Inversi K (mV) h (m) Q) q xo (m) | waktu (s) | iterasi
Metode LS 100.00000 | 10.00000 | 10.00000 | 1.50000 |-15.00000| 0.059579 501
Metode GN 43.66691 | 9.32505 |12.34000 | 1.37127 |-14.89925| 0.202282 87
Metode LM | 100.00000 | 10.00000 | 10.00000 | 1.50000 |-15.00000| 0.047031 25

Tabel 3. Perbandingan hasil interpretasi anomali SP data sintetik akibat bola terpolarisasi dengan noise 25%

Inversi K (mV) h (m) 0 () g xo (m) | waktu(s) | iterasi
Metode LS 89.73501 |9.76286 | 11.22689 | 1.48302 | -14.69443 | 0.266652 501
Metode GN | 39-38723 | 9.10969 | 13.87382 | 1.35274 | -14.57900 | 0.198771 86
Metode LM | 89:73500 |9.76286 | 11.22689 | 1.48302 | -14.69443 | 0.052453 25

Hasil inversi dari data observasi model bola terpolarisasi tanpa gangguan menggunakan metode least-
square, Gauss-Newton, dan Levenberg-Marquardt ditunjukkan pada tabel 2. Terlihat bahwa nilai parameter
yang diperoleh dari hasil perhitungan menggunakan metode least-square dan Levenberg-Marquardt
menunjukkan hasil yang sama dengan nilai asumsi awal, sedangkan metode GN menghasilkan nilai parameter
estimasi yang jauh dari nilai parameter yang diasumsikan. Walaupun metode least-square dan LM
menghasilkan nilai yang tepat sama dengan nilai parameter asumsi, namun terlihat adanya perbedaan jumlah
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iterasi diantara dua metode tersebut, jumlah iterasi dari metode LM jauh lebih lebih sedikit dibandingkan
dengan metode least-square.

Pada tabel 3. perbandingan hasil inversi dari ketiga metode menunjukkan nilai parameter model yang
berdekatan dengan nilai parameter asumsi. Namun masih terlihat bahwa metode least-square dan LM yang
paling mendekati dengan parameter asumsi.

Hasil inversi anomali 5P model silinder haorizontal terpolarisasi

15 ! ! ! ! ' ! ! ! !
O  data perhitungan L
data perhitungan GN
1|:| L. data perhitungan LS .............................
*  data ohservasi

Anomali 3P {m')

I e R R E TR S
-a0 -40 -30 =20 -10 0 10 20 30 40 a0

Jarak (m)

Gambar 3. Hasil inversi data sintetik model silinder horizontal terpolarisasi

Sama halnya dengan anomali SP model bola terpolarisasi, anomali SP untuk model silinder horizontal juga
relatif kecil berkisar diantara -6 mV sampai 13 mV, nilai anomali lebih besar dari pada model bola dikarena
pemberian nilai momen dipol untuk model silinder dua kali lipat lebih besar dari model bola (gambar 3). Dari
hasil inversinya terlihat ketiga metode berhasil mengikuti pola kurva anomali data observasi.

Tabel 4. Perbandingan hasil interpretasi anomali SP data sintetik akibat silinder horizontal terpolarisasi tanpa noise
Inversi K (mV) h (m) 6 () q xo (m) | waktu (s) | iterasi
Metode LS |199.71044 | 10.00004 | 20.00029 | 1.00000 | 15.00009 | 0.187618 67
Metode GN | 198.18694 | 9.99065 | 20.03521 | 0.99840 | 14.99951 | 0.176839 77
Metode LM | 200.00000 | 10.00000 | 20.00000 | 1.00000 | 15.00000 | 0.048564 35

Tabel 5. Perbandingan hasil interpretasi anomali SP data sintetik akibat silinder horizontal terpolarisasi dengan noise 25%

Inversi K (mV) h (m) 0 () q xo (m) | waktu (s) | iterasi
Metode LS | 183.55034 | 10.00261 | 19.61521 | 0.98884 |14.80373| 0.137468 46
Metode GN | 178.06205 | 9.95574 |19.77288 | 0.98135 |14.80031 | 0.149090 62
Metode LM | 185.59372 | 9.99906 | 19.60529 | 0.98873 |14.80221| 0.046792 30

Hasil inversi dari data observasi model silinder horizontal terpolarisasi tanpa gangguan ditunjukkan pada
tabel 4. Terlihat bahwa nilai parameter yang diperoleh dari hasil perhitungan menggunakan metode least-
square, dan GN menunjukkan hasil yang mendekati dengan nilai asumsi awal, sedangkan hasil perhitungan
dengan metode LM menghasilkan nilai parameter estimasi yang sama dengan nilai parameter yang
diasumsikan. Dari ketiga metode tersebut diperoleh jumlah iterasi yang paling sedikit yaitu metode LM
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Hasil inversi dari data observasi model silinder horizontal terpolarisasi dengan gangguan 25% (tabel 5),

hasil inversi dari ketiga metode menunjukkan nilai parameter model yang berdekatan dengan nilai parameter
asumsi.

Hasil inversi anomali SP model lempeng terpolarisasi
ED T T T T T T

Anomali SP (m')

OO O data perhitungan L |-
data perhitungan GM
SO e i RTERPRET PR data perhitungan LS H
: : A : *  data ohservasi
140 1 1 1 i ] T T T T
50 40 30 200 -10 1] 10 20 30 40 50
Jarak (m)

Gambar 4. Hasil inversi data sintetik model lempeng terpolarisasi

Sama halnya seperti kurva hasil inversi model bola dan silinder horizontal terpolarisasi, pada inversi model
lempeng terpolarisasi, hasil inversi model lempeng terpolarisasi (gambar 4) juga memperlihatkan hasil
perhitungan dari ketiga metode berhasil mengikuti pola anomali SP dari data observasi dengan baik. Hasil
forward menunjukan nilai anomali SP untuk model lempeng dengan nilai parameter yang telah diberikan di
tabel 1 berkisar diantara -120 mV hingga 40 mV, anomali SP ini lebih besar rentangnya dibandingkan dengan
dua model sebelumnya. Hasil perhitungan ditunjukkan pada tabel berikut:

Tabel 6. Perbandingan hasil interpretasi anomali SP data sintetik akibat lempeng terpolarisasi tanpa noise

Inversi k (mV) a(m) h (m) X0 (m) 0 () waktu (s) | iterasi
Metode LS | 94.21057 | 2.12788 | 5.01681 | -9.97919 |30.16615| 0.349864 640
Metode GN | 99.93661 | 2.00189 | 5.00284 |-10.00021 | 30.00684 | 0.240160 83
Metode LM | 100.00000 | 2.00000 | 5.00000 | -10.00000 | 30.00000 | 0.064292 62

Tabel 7. Perbandingan hasil interpretasi anomali SP data sintetik akibat |

empeng terp

olarisasi dengan noise 25%

Inversi k (mV) a(m) h (m) X0 (m) Q) waktu iterasi
Metode LS | 101.5126 | 1.95662 | 4.88842 | -10.04991 | 31.47042 | 0.300233 537
Metode GN | 127.64818 | 1.55723 | 4.93061 | -10.13548 | 31.22228 | 0.157441 51
Metode LM | 124.09548 | 1.58893 | 4.83070 | -10.11968 | 31.03609 | 0.066978 63

Dilihat dari hasil perbandingan inversi pada model lempeng terpolarisasi tanpa gangguan (tabel 6), metode
LM berhasil memperoleh parameter model yang sama nilainya dengan parameter asumsi, untuk metode least-
square dan GN keduanya memperoleh hasil yang mendekati dengan parameter asumsi. Namun dalam

perhitungan parameter, metode least-square paling banyak melakukan iterasi dibandingkan dua metode
lainnya.
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Hasil inversi untuk model lempeng terpolarisasi yang telah diberi gangguan sebesar 25% (tabel 7), ketiga
metode menunjukkan hasil yang mendekati dengan nilai parameter asumsi, diantara ketiganya terlihat bahwa
metode least-square yang paling mendekati dengan nilai asumsi namun metode ini banyak melakukan iterasi.

Waktu Komputasi dan Standar Error

Ketiga metode inversi diatas dioperasikan menggunakan software MATLAB R2013a, dapat dilihat dari
tabel perbandingan hasil (tabel 2 — tabel 7), rata-rata metode inversi ini membutuhkan waktu yang sangat
singkat dalam proses pengoperasian programnya. Dilihat dari waktu rata-ratanya, dari ketiga metode, metode
LM yang membutuhkan waktu paling singkat yaitu sekitar 0.054 detik, metode GN membutuhkan waktu
sekitar 0.187 detik, dan metode least-square terbobot membutuhkan waktu 0.216 detik dalam proses inversi.

Untuk melihat kecocokan data perhitungan dengan data observasi untuk masing-masing metode diatas,
maka digunakan standard error yang dinyatakan dalam persamaan

n
Z[Dobs —Dcal ]2

SE ==L (15)

n—-m
Dengan D,,s adalah data observasi, D., adalah data hasil perhitungan, nadalah,jumlah data berdasarkan
jumlah titik pengukuran dan madalah jumlah parameter yang akan diperkirakan nilainya. Berikut ini
ditampilkan nilai SE dari hasil perhitungan inversi untuk masing-masing data observasi model bola, silinder
horizontal, dan lempeng terpolarisasi.

Tabel 8. Nilai SE untuk masing-masing metode

Metode Model bola Model silinder horizontal Model lempeng
Tanpa noise | Noise 25% | Tanpanoise | Noise 25% | Tanpa noise | Noise 25%
Least-
square 1.5192e-12 | 3.9557e-05 | 7.9755e-05 0.0070 4.5727e-05 0.0093
terbobot
Gauss-
6.7620e-05 | 1.1503e-04 | 1.3528e-04 0.0057 2.1184e-05 0.0091
Newton
Levenberg- | 4 geo9e-11 | 3.9557e-04 | 3.6246e-12 | 0.0063 | 3.9491e-06 | 0.0956
Marquardt

Dari tabel 8 diatas, ketiga metode memiliki nilai SE yang relatif semuanya kecil, di data observasi yang
tanpa noise terlihat hasil perhitungan menggunakan metode LM dominan menunjukkan hasil SE yang lebih
kecil dari dua metode lainnya dan untuk data observasi dengan tambahan noise sebesar 25% menunjukkan
ketiga metode menghasilkan SE yang relatif sama.

KESIMPULAN

Metode inversi non-linier dengan pendekatan linier yaitu metode least-square terbobot, Gauss-Newton, dan
Levenberg-Marquardt telah diuji dalam interpretasi anomali SP untuk memperkirakan parameter model yang
berkaitan (momen dipol listrik, faktor bentuk, kedalaman pusat benda, jarak titik pusat benda dari titik
pengukuran, sudut polarisasi/sudut kemiringan lempeng, dan panjang setengah lempeng) dengan menggunakan
data sintetik. Hasil yang diperoleh dari ketiga metode menunjukkan bahwa berdasarkan pengamatan kurva
ketiga metode ini mampu mengikuti pola anomali SP dengan sangat baik. Metode least-square terbobot dan
LM jauh lebih baik daripada metode GN, hal ini dikarenakan adanya faktor pembobot pada metode least-square
terbobot dan faktor peredam pada metode LM membantu proses inversi untuk memperoleh nilai selisih dari
data observasi dan data perhitungan (misfit) mencapai minimum Dari hasil perhitungan untuk masing-masing
parameter dapat dismpulkan bahwa dari ketiga metode yang telah diuji, metode LM yang paling mendekati
nilai dari parameter model data observasi, metode least-square terbobot juga menghasilkan perhitungan yang
mendekati nilai parameter data observasi namun memiliki jumlah iterasi yang banyak sehingga waktu
komputasi yang dibutuhkan lebih lama dari metode LM.
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