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Abstrak

Perilaku struktur balok yang mengalami perpindahan besar (large deformation) dapat dimodelkan
berdasarkan geometri non linier akibat peregangan bidang tengah (geometric nonlinearity mid-plane
stretching) dengan adanya gaya aksial, yang merupakan bentuk persamaan diferensial balok nonlinier tipe
persamaan Duffing. Identifikasi sistem dinamis dari persamaan diferensial balok nonlinier untuk tanggap
deterministik dan chaos berdasarkan tinjauan sejarah waktu (time history), bidang fase (phase plane) dan
pemetaan Poincare (Poincare map). Untuk tanggap chaos berdasarkan tinjauan sejarah waktu yang sangat
sensitif terhadap syarat awal, dimana perubahan yang kecil terhadap syarat awalnya maka akan terjadi
perubahan besar dalam sistem dalam hal ini perpindahan x(t) maupun kecepatan x’(t) dengan bertambahnya
waktu (t). Berdasarkan bidang fase menunjukan lintasan yang tidak beraturan dan non stasioner, hal ini
terlihat juga pada pemetaan Poincare yang menunjukan tarikan asing (strange attractor) dan menghasilkan
pola fraktal (fractal pattern). Penyelesaian persamaan diferensial balok nonlinier tipe Duffing ini
menggunakan metode numerik Runge — Kutta dengan aplikasi software MAPLE.

Kata-kata kunci: Perpindahan besar, persamaan Duffing, deterministik, chaos, Runge-Kutta, time history,
phase plane, Poincare map, fraktal.

PENDAHULUAN

Secara umum dalam kondisi nyata sebagian besar sistem struktur bersifat non linier sampai taraf tertentu,
dalam kasus khusus disederhanakan menjadi sistem yang linier. Pada sistem linier, sebab dan akibat
berhubungan secara linier, sebaliknya dalam sistem nonlinier hubungan antara sebab dan akibat ini tidak
sebanding lagi. Persamaan diferensial yang menyatakan sistem getaran non linier mempunyai bentuk umum
[20][24] :

2
St G x =0 (1)

Tanggap sistem (response system) analisis dinamis sistem struktur non linier, dapat berupa tanggap
deterministik, chaos dan stokastik. Tanggap chaos dapat merupakan kasus khusus dari tanggap deterministik
ataupun stokastik. Pada tanggap deterministik, perilaku sistem dalam ruang waktu yang panjang dapat
diramalkan dengan baik dalam bentuk tertutup. Pada tanggap chaos merupakan perilaku yang sangat sensitif
terhadap syarat-syarat awal sistem, dimana dua keadaan dengan kondisi awal dengan perbedaan yang tidak
signifikan, tetapi pada masa yang panjang akan berevolusi menjadi dua keadaan yang jauh berbeda.

Dalam kajian ini, ditinjau perilaku balok non linier pada tumpuan sendi — rol, yang menerima beban / gaya
aksial (N) tekan. Simulasi numerik dengan variasi beban aksial tekan, dan kondisi awal dari perpindahan
tumpuan x(0), dengan tujuan melihat perilaku balok berdasarkan tanggap perpindahan (displacement) dan
kecepatan (velocity) dalam ranah deterministik dan chaos.
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PERSAMAAN DIFERENSIAL BALOK NON-LINIER

Dengan meninjau balok sendi-rol yang mengalami gaya aksial awal Ns (tarik atau tekan) sesuai Gambar
(1). Elemen balok pada potongan mengalami gaya geser (Q), momen (M), dan gaya aksial total N. Untuk gaya
N = N, + N4, merupakan jumlah gaya aksial statik (N;) dan gaya aksial akibat getaran (N,). Bentuk Persamaan
kesetimbangan dinamis [10]:
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Gambar 1. Sistem kesetimbangan balok bergetar dengan gaya aksial

Dengan menyelesaikan persamaan (2) dan persamaan (3), diperoleh
%v v %y 9%v
pAﬁ_I_CE-FEIﬁ_Nﬁ:f(x’t) (4)
Untuk suku pertama, kedua dan ketiga dari ruas kiri persamaan tersebut berhubungan dengan perilaku linier
Teori Balok Euler-Bernoulli, sedang suku keempat merupakan komponen non linier akibat gaya aksial searah
balok. Gaya aksial akibat total N diketahui

N=N,+N, (5)
Gaya aksial Ny [21]
EA (L (902
No=211 (%) dx 6)
Maka Gaya aksial akibat total N sesuai persamaan (5) dan persamaan (6) sebagai berikut
EA (L (902
N =N, +2 [ (2) dx (7)

Dengan subtitusi persamaan (7) ke persamaan (4) maka diperoleh persamaan diferensial getaran balok non
linier dengan gaya aksial Ns yang dapat berupa gaya aksial tarik (+ N ) atau gaya aksial tekan (- N)

a2 a a* EA (L (0v)? a2
pAZE + 2 B2 N+ 2 [ (2) dx| 22 = o) (8)
Persamaan (8) dapat diselesaikan dalam bentuk analisis modal (eigen-function) [6][7][17] :
U(X, t) = Zﬁ:l (Dn(x)Qn (t) ©)

Dengan proses Galerkin [19][28]

J,RCOW, (x)dx = 0n = 1,2,3,... (10)
Di sini D menyatakan wilayah (domain) suatu struktur atau benda yang ditinjau, Wn adalah fungsi pembobot,
dan R(x) adalah residu. Pada metode Galerkin, fungsi percobaan sama dengan fungsi pembobot, maka

W,=&, n=123,.. (11)
Berdasarkan persamaan (10) dan persamaan (11) maka diperoleh :
Jy RGP, ()dx =0 n=123,... (12)

Penyelesaian persamaan (8) sesuai persamaan dan (9, 10, 11,12) untuk tinjauan mode pertama (n=1)
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pA tqu(t)¢>1(x)+c (), (x) + Elq,(6) 2 ¢1(x)

a2 A (L
10,02 0, () [Ts +E L g2 (d—x o, (x)) dx] — Feos(t) =0 (13)
Dengan penerapan kondisi batas untuk tumpuan sendi — rol (sesuai gambar 1) :
d(x=0,L)=0 ; d"(x=0L)=0 (14)
maka diperoleh bentuk persamaan diferensial orde dua untuk pendekatan mode pertama :
4ET
TR+ 25 a ) + 25 g3(®) = F cos(08) (15)
Untuk
_pAL o L. : _ Bar
M_T ’ C_z ’ k1_2L3 ’ le_[1+T(EIZ)]k1 ’ k3_8L3 (16)

Pada persamaan (15) tersebut Ts berharga positif apabila gaya aksial tarik dan sebaliknya berharga negatif gaya
aksial tekan. Maka diperoleh

mg(t) + cq(t) £ kirq(t) + k3q®(t) = F cos(Q21) (17)
Atau dalam bentuk

q() + 20wpq(t) £ wiq(t) + B (t) = F cos( Q) (18)

Penyelesaian Persamaan Diferensial Getaran

Penyelesaian persamaan diferensial tipe linier secara umum dapat digunakan metode analitik (metode
eksak dan pendekatan) dan metode numerik, akan tetapi pada persamaan diferensial tipe non-linier akan lebih
mudah diselesaikan dengan metode pendekatan dan metode numerik, dalam banyak kasus metode numerik
yang paling banyak digunakan terutama metode Runge-Kutta. Untuk metode Runge-Kutta [24], persamaan
diferensial orde dua mula-mula direduksi menjadi dua persamaan orde pertama. Sesuai persamaan (18), yang
dapat ditulis sebagai berikut :

g=r ; §=Fcos(2t) - 2w, q—w}q-pq? (19)
Dengan mengambil g = r, persamaan tersebut direduksi menjadi dua persamaan orde pertama :
g=r ; 7=f(qnt) (20)

Untuk aplikasi metode numerik Runge-Kutta dapat digunakan software MATLAB yaitu dengan kode ode45
dan MAPLE dengan kode rkf45.

IDENTIFIKASI SISTEM DINAMIS

Tanggap Deterministik (Deterministic Response)

Tanggap deterministik dalam artian suatu proses yang nilai sesaatnya serta perilaku jangka panjang dapat
ditentukan atau diramalkan dalam domain ruang dan waktu. Dalam tanggap deterministik dapat diidentifikasi
menggunakan metode kuantitatif dan kualitatif [1][13][14][15][2][23]. Secara kuantitatif dengan identifikasi
1). Respons frekwensi, 2). Tanggap sejarah waktu (time history), dan secara kualitatif dengan identifikasi (1).
Sejarah bidang fase (phase plane history), (2). Pemetaan Poincare (Poincare map), dan (3). Spektrum Fourier
(Fourier spectra). Untuk tanggap sejarah waktu (zime history) merupakan penyelesaian dari persamaan
diferensial non linier maupun linier yang diperoleh dari metode analitik maupun numerik. Identifikasi perilaku
sistem dinamis melalui representasi bidang fase [24], dimana sistem dinamis persamaan gerakannya tidak
memuat waktu secara eksplisit yang disebut sistem autonomi (autonomous system). Pada gambar (2),
merupakan trayektori dari persamaan getaran linier, adalah suatu ellips tertentu untuk suatu tenaga total E dari
energi kinetik dan energi potensial sistem :

@ Eo=Tp? @

Gambar 2. Diagram fase
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Pada persamaan diferensial gerak non linier seperti persamaan (18), bidang fase dapat dinyatakan dalam dua
persamaan orde pertama sesuai persamaan (18). Untuk pemetaan Poincare digunakan persamaan berikut :
g=r ; T=§=-wiq =g +F cos (0t)
t=1 (22)

Dengan dimulai saat t=fy, titik-titik diplot pada permukaan / ruang fase dengan interval variabel periode T

> it=2m=0mod2m

M .
P '\ Poincare Map
G M:P—G

x

>t=0

Gambar 3. Pemetaan Poincare

Power Spektrum (Spektrum Fourier)
Perangkat identifikasi yang penting lainnya adalah power spektrum. Misalkan persamaan diferensial yang
mempunyai penyelesaian g(z) bergantung waktu (fime dependent), yang berlaku untuk semua g (—o0 < t < ).
Untuk analisis frekuensi digunakan transformasi Fourier Q(f) dari ¢(¢) melalui hubungan

Q) =7 a@@)e > dt (23)
dimana f adalah frekuensi dalam hertz (siklus/detik). Dengan diberikan Q(f) untuk semua f, maka ¢g(z) dapat
dihitung menggunakan invers transformasi Fourier

q©) = [, Q(f) > df (24)

Untuk pendekatan transformasi Fourier adalah
—2mikn

Q(fk) = ‘I[‘\LI;& qne_znifktnTs = TS Z?”\l];& qne N (25)
Maka bentuk spektrum daya (power spectrum) dapat didefinisikan
Sy (k) = ~1Q,I2 (26)

Tanggap Caotik (Chaotic Response)

Istilah Chaos pertama kali dipopulerkan oleh Tien Yien Li dan James Yorke pada tahun 1975 [27]. Chaos
didefinisikan antara lain : 1). Sejenis keteraturan tanpa periodesitas. 2). Perilaku berulang yang acak dalam
sistem deterministik 3). Kemampuan model sederhana, yang tidak mengandung unsur yang acak, untuk
menghasilkan perilaku yang sangat tidak teratur. Chaos adalah suatu fenomena dinamis, fenomena ini pertama
kali dipelajari oleh Poincare (1854-1912). Contoh yang terkenal masalah chaos adalah perilaku cuaca dari
Lorenz [12] dengan efek kupu-kupu (butterfly effect), dimana konsekwensi penemuannya “dua keadaan yang
Jjumlah perbedaannya tidak signifikan pada saat awal akan berevolusi menjadi dua keadaan yang sangat besar
perbedaannya diwaktu yang akan datang”.

Dalam banyak kasus, tanggap sistem non linier merupakan gejala chaotic. Gejala chaotic merupakan bidang
yang banyak dikaji saat ini. Ueda menggambarkan fenomena chaotic dalam sistem dinamis diatur oleh
persamaan Duffing pada akhir tahun 1970-an, yang membahas perilaku dinamika non linier yang berkaitan
dengan gejala chaotic [2]. Moon, Nayfeh, Awrejcewicz mengkaji model Duffing pada struktur balok dengan
konsekwensi tanggap chaotic [3][15][16].

Untuk identifikasi tanggap gerakan sistem yang chaos (chaotic motions), sesuai langkah pada tanggap
deterministik secara kuantitatif dan kualitatif [1][13][14][15][2][23].

STUDI KASUS

Dengan meninjau model balok kontinu yang menerima beban aksial sesuai persamaan (16 — 18), maka
diperoleh persamaan diferensial orde dua dengan kekakuan nonlinier orde 3. Dengan meninjau model balok
kontinu yang menerima beban aksial dengan perlakuan variasi Beban aksial untuk kondisi saat terjadi beban
kritis Euler (Pcr).
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Gambar 4. Geometri Tumpuan Sendi Rol dengan Beban Aksial (Nx)

Sebagai uji sensitifitas, maka kondisi awal perpindahan dan kecepatan x(0)=0 dan v(0)=0, lalu kondisi awal

menjadi x(0)=0.01 dan v(0)=0.
2

= x(£) +0.04436 = x(t) + 0.4015x(t)* = 9.7941 cos(0.50¢) 27)

Penyelesaian persamaan (27) menggunakan metode Runge-Kutta, dengan aplikasi software Maple (kode

rkf45). Untuk simulasi kondisi awal tipe (1) x(0)=0 dan tipe (2) x(0)=0.01. Penyelesaian persamaan (27) sesuai

gambar (5a) menunjukan bahwa, pada waktu /=0 s sampai =75 s dimana pengaruh kondisi awal tidak signifikan

untuk dua tipe kondisi awal x(0) (tipe 1 dan 2), akan tetapi dengan bertambahnya waktu, maka kondisi sistem

akan sangat jauh berbeda. Dengan meninjau ruang fase sesuai gambar 5b terlihat pola yang non stasioner

dengan waktu semakin panjang. Berdasarkan tanggap sejarah waktu (gambar 5a), ruang fase (gambar 5b) pada
model non linier (pers. 27) memperlihatkan ketergantungan sensitif terhadap kondisi awal.

[F=a©=0.01 — q(®=0.00]

[q'(t)]

Perpind_Modal [q(t)]

0 Sb l(I)O 15IO 200
Waktu(t) [a()]

Gambar Sa. Time History Perpindahan Gambar 5a. Bidang Fase [ q(t) vs q’(t) ]

[q'(t)]

spectrum

0.5 1 15 2 25 o} 2 4
[a(t)] frekwensi [Hertz]
Gambar 6a. Pemetaan Poincare Gambar 6b. Spektrum Fourier

Ketergantungan senssitif terhadap kondisi awal tersebut, dimana dengan perubahan yang tidak signifikan
terhadap kondisi awal, tetapi secara signifikan berpengaruh terhadap tanggap (response) sistem yaitu
perpindahan x(z) dan kecepatan v(#) dengan mengalirnya waktu (). Perilaku ini disebut gejala chaotic. Gejala
chaotic tersebut dapat dilihat juga pada Spektrum Fourier (6b) dan pemetaan Poincare (Gbr. 6a) yang
menunjukan tarikan asing (strange attractor) dan pola fraktal dengan pemetaan 50.000 titik.
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Diagram Bifurkasi

Dengan simulasi diagram bifurkasi, untuk langkah kenaikan beban kritis Pcr=0.1P. Diketahui beban kritis
Euler sesuai persamaan (16), Pcr = 610.69 kg. Terlihat bahwa kondisi chaotic terjadi saat beban P = Pcr, dan
P > Pcr (lihat gambar 7). Sistem kembali menjadi deterministik setelah beban P > 800 kg.

o

N
h
(Qoooooo

0 200 400 600 800 1000
F

Gambar 7. Diagram Bifurkasi dengan Variasi Beban Aksial

Simulasi tanggap deterministik dan chaotik
Sebagai perbandingan tanggap determinisik dan chaotic, dengan simulasi variasi beban luar sesuai persamaan
(16 — 18) berikut

2
%x(t) + 0.04436%x(t) —0.3222x(t) + 0.4015x(t)3 = 3.2647 cos(0.50t) (28)

2
%x(t) + 0.04436%x(t) —0.3222x(t) + 0.4015x(t)3 = 9.79415 cos(0.50t) (29)
Sesuai kasus 1 pada persamaan (28), adanya perubahan kondisi awal dalam hal ini perpindahan x(z) tidak
berpengaruh terhadap tanggap sistem walaupun dengan jangka waktu yang panjang (gambar 8a). Pada kasus 2
persamaan (29), dengan perubahan kondisi awal (perpindahan x(7)) yang tidak signifikan dari x(0)=0.00

menjadi x(0)=0.01 maka tanggap kedua sistem akan berbeda dalam jangka waktu yang panjang (lihat gambar
8b)

Identifikasi Kasus 1
m )

Sejarah
Waktu (Time
History)

Perpind_Modal [qt)]
°
Perpind_Modal [q(t)]

IR

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Bidang Fase g o1
(Phase Plane)

-2 -1 1

(8}

0
[a®)]

333 | ISBN: 978-602-61045-4-0 9—10Juli 2018



PROSIDING SNIPS 2018 g%":é

Ruang Fase o R 2
(Phase Plane) S NN
>
) N g
2 \ =~
-1 \ X
50 l 1 < o
-0.151
-0.204
Pemetaan —
Poincare T oo -
(Poincare 1
Map) -0.301
1.2351.2401.2451.2‘501.2551.2601.265
[a(t)] [q(t)]
1..
Spektrum § N
Fourier f g
. 2 >
(Fourier
Spectrum)
0 2 4 0 2 4
frekwensi [Hertz] frekwensi [Hertz]
Gambar 8a. Kasus Deterministik Gambar 8b. Kasus Chaotic
KESIMPULAN

Untuk balok yang menerima beban aksial, masalah stabilitas sangat dominan, dalam kasus statik adanya
gaya tekuk Euler (Pcr). Dalam kasus dinamis, tanggap sistem merupakan fungsi parameter sistem, dimana
tanggap sistem dapat berupa tanggap deterministik atau tanggap chaotic. Dalam tanggap deterministik
perubahan kondisi awal yang sangat kecil tidak berpengaruh terhadap tanggap sistem dengan bertambahnya
waktu. Untuk tanggap chaotic, perubahan kondisi awal yang sangat kecil (tidak signifikan), sangat berpengaruh
terhadap tanggap sistem dengan bertambahnya waktu. Perubahan kondisi awal dalam kasus balok berkaitan
erat dengan aplikasi konstruksi dalam hal ini metode pelaksanaan konstruksi dalam hal ini perpindahan atau
pergeseran pada tumpuan, ataupun pengaruh lingkungan misalnya suhu, beban angin, gempa, atau gangguan
lainya.
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